de deux intervalles sans appartenir
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LIMITE D’UNE FONCTION

Généralement, les fonctions de R dans R qu’on manipule en analyse sont définies sur des intervalles, mais il arrive qu’elles le

solent sur des réunions finies d’intervalles — par exemple R* = | — 0o, 0[ U 0, co[. Pour cette raison, dans tout ce chapitre, les
lettres I,J ... désignent des REUNIONS finies d’intervalles de R — éventuellement des intervalles de R, mais pas forcément.
Définition (Adhérence d’une réunion finie d’intervalles) On note [, Is,..., I, les intervalles disjoints dont I est la

réunion, ai et by les bornes de I; avec a1 < b1, a2 et b2 les bornes de Iz avec az < ba... et a, et b, les bornes de I, avec a, < by.

On appelle adhérence de I et on note I I'ensemble I = [a1,b1] U [az,b2] U... U [ar, br].

Exemple [0,1[=1[0,1], ]0,00[=[0,00] (fermé a droite en co) et R* =R.

Soient f : I — R une application et a € I. On dit que f vérife une certaine propriété P au voisinage de a s'il existe un
voisinage V de a tel que f vérifie la propriété P sur I N V.

Exemple

. . . .. . T T
e La fonction sinus est croissante au voisinage de 0 car elle est croissante sur 330

. . . 1 .. . 1 T
e La fonction cosinus est minorée par 5 au voisinage de 0 car elle est minorée par 5 sur ]— '3 [

w3

1 DEFINITIONS DE LA LIMITE D’UNE FONCTION

1.1 LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Définition (Limite d’une fonction en un point) Soient f: I — R une application, a € I et £ € R. On dit que f admet

£ pour limite en a si : pour tout voisinage Ve de ¢, il existe un voisinage V, de a tel que :  Vx € INV,, f(x) € V.

¥ ¥ ¥ Explication Bien comprendre les figures suivantes!

limf=/¢
avec{ e Reta € R

Et dans le cas ou I
est une réunion d’intervalles
et ol a est a la jonction

au domaine de définition :

limf=/¢ lim f = o0
avec L € Ret a € R
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Théoréme

(Unicité de la limite) Soient f : I — R une application et a € I.

(i) Si f posséde une limite en a, celle-ci est unique, notée lim f ou lim f(z).
a Tr—a

Pour tout £ € R, la relation

(ii) S1 a € I et si f posséde une limite en a, alors

lim f =¢ senotesouvent f—{¢ ou f(z)— £
a a Tr—a

lim f = f(a).

¥ ¥ ¥ Explication

[ [
[ [
} }
Démonstration ‘ a \ a

Q2 QX D En pratique

f est définie en a

Pour Dassertion (ii) :

f est définie en a

et lim f = f(a).

que lim f = lir+n f.

(i) Par l'absurde, faisons ’hypothése que f posséde deux limites £ et £’ distinctes. Il existe alors un voisinage
V, de £ et un voisinage V,» de ¢’ disjoints. Or par hypothése sur f, il existe deux voisinages V, et V, de a
telsque: VeelnV,, f(z)eW et VeelInV,, f(z)€ V.

Donnons-nous finalement z € TNV, NV, — un tel z existe car INVa NV, est non vide. Alors f(z) € VeNVy
alors que nous avons choisi V; et V,r disjoints — contradiction !
(ii) Faisons ’hypothése que f est définie en a — i.e. a € I — et posséde une limite £ en a.

Peut-on avoir alors £ = 0o ? Si c¢’était le cas, il existerait un voisinage V, de a tel que f(z) € }f(a)7 oo[ pour
tout z € I N'V,. Pour z = a, on aurait en particulier f(a) € ]f(a), oo[ — contradiction. Bref, ¢ # oo, et on
pourrait montrer de méme que £ # —oo. Conclusion : £ € R.

Pour tout € > 0, il existe donc par hypothése un voisinage V, de a tel que f(z) € |¢ — ¢, + £[ pour tout

mais lim f n’existe pas.
a

Pourtant nous verrons

z € I NV,. En particulier, pour z = a : Ve > 0,

) . |£(a) — (|
résultat est contradictoire pour € = B

|£(a)

———— donc forcément ¢ = f(a) comme voulu.

—4{ < €.

Sous I’hypothése que ¢ # f(a), ce

La définition générale de la limite en termes de voisinages est hors programme. Il est en revanche im-

pératif que vous connaissiez sur le bout des doigt ses neuf reformulations ci-dessous. Aidez-vous des figures de la page précédente.

e Cas

e Cas

e Cas

e Cas

e Cas

e Cas

e Cas

Définition (Les 9 limites) Soient f: I — R une application, a € I et £ € R.
oul/ceRetacR:
limf =¢ = Ye>0, Ja>0/ Vzel, lz—al<a = |f(z)—{|<e.
oul=o0c0eta=o00:
lim f = oo = VA>0, IB>0/ Vzel, r>B = f(z)> A
oul=—-ocoeta=o00:
lim f = —oc0 = VA<0, IB>0/ Vzxel, r>B = f(z)<A.
oul=o00eta=—o0:
lim f = oo — VA>0, IB<0/ Vzel, r<B = f(z)> A
oul=—-xeta=—00:
lim f = —o0 = VA<0, IB<0/ Vxel, r<B = f(z)<A
ounleReta=00:
lim f = ¢ — Ve>0, IB>0/ Vzel, z>B = |f(x)—{|<e.
ounleReta=—0c0:
lim f = ¢ = Ye>0, 3B<0/ Vxel, r<B = |f(x)—{|<e.
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e Casoul=wetacRad¢l:

lim f = oo = VA>0, Ja>0/ Vzel, lx—al<a = f(z)> A

e Casoul=-etacRad¢l:

lim f = —oc0 — VA<0, Ja>0/ Vzel, lz—al<a = f(z) <A

XX R Attention! Dans ces définitions, les quantificateurs V et 3 ne doivent étre permutés sous aucun prétexte. On peut
montrer en revanche que les inégalités strictes peuvent étre remplacées si on le souhaite par des inégalités larges.

Exemple lim -~ +2

=1/ — 1
En effet Nous devons montrer que : VA >0, Ja>0/ Vzell,o, |z—-1<a =
T+ 2 3 1

Soit A > 0. Pour tout x € |1, co[, minorons : > > .
] L \/x—lj/\/x—l/\/x—l é\

On minore en simplifiant et en vérifiant
que ce par quoi on minore tend toujours
vers oo quand z tend vers 1.

= OQ.

T+ 2

> A.
Ve —1

On arréte de minorer quand on
se sent capable de trouver a.

1 1 1
On remarque alors que : >A = Vr—-1< 1 < |r—1] < —. Posons donc a = —.

A? A?
1

vz —1

1
Vo —1

D’aprés ce qui précéde :  Vz € ]1,00[, |z—1|<a = > A.

2

E 1 li =1.
xemple Jim — )
2
En effet Nous devons montrer que: Ve >0, I B >0/ VzeR, z>B = ‘f——kl - 1‘ <e.
T
Soit € > 0. Pour tout z € R, majorons : z* -1 = ! < =
’ » ha ’ 241 _:r2+1\x2'(_\
On majore en simplifiant et en vérifiant . .
. . . On arréte de majorer quand on
que ce par quoi on majore tend toujours
se sent capable de trouver B.
vers 0 quand x tend vers co.
1 1 1
On remarque alors que pour tout z >0: — <& <= x> —. Posonsdonc B=—.
2 \/E \/E
2
D’aprés ce qui précéde: Vex eR, x> B— . <e.
x2 41
Exemple lim (m2 - m) = 00.

T—r00

En effet Nous devons montrer que: VA >0, IB>0/ VzeR, z>B = z?*—z>A.

Soit A > 0. Pour tout z > 2, commez—1>1: 2 —x=2(z—1) 2:0.(-\
On minore en simplifiant et en vérifiant R .
. . . On arréte de majorer quand on
que ce par quoi on minore tend toujours
se sent capable de trouver B.
vers oo quand z tend vers oo.

Posons donc B = max {2, A}. D’aprés ce qui précéde : Vo eR, z>B = z?—z> A.

Théoréme (Limite et caractére borné) Soient f: 1 — Reta € I.
Si f posséde une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration Par hypothése, il existe un voisinage V, de a tel que : Va € I NV, !f(:c) — (’ < 1. En
particulier : ’f(:r)! = ’(f(x)—é)—!—é’ < ’f(:r)—é’+|£| < |4+ 1, donc f est bornée sur I NV,. [ |
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1.2 LIMITES D’UNE FONCTION A GAUCHE/A DROITE EN UN POINT

Définition (Limite d’une fonction & gauche/a droite en un point) Soient f: I — R une application, a € I et £ € R.

e Si f est définie au voisinage de a a gauche, on dit que f admet £ pour limite a gauche en a si f!m admet { pour

o0,a

limite en a. En tant que limite, la limite de f en a & gauche, si elle existe, est unique et notée hm f ou lim flz ) ou }151}1 f(x).
r—ra z<a

e Si f est définie au voisinage de a & droite, on dit que f admet £ pour limite & droite en a si f|m 200 admet ¢ pour

limite en a. En tant que limite, la limite de f en a a droite, si elle existe, est unique et notée lirla f ou lim+ f(x) ou lim f(=x).
a r—a z>a

XV DD En pratique Ces définitions sont un peu abstraites. Vous devez surtout retenir leurs reformulations « en situation ».
Les voici dans le cas des limites & gauche :

e CasoulecR: Ve>0, Fa>0/ Vzel, a—a<z<a = |f(z)—{<e.
e Casoul=0c0: VA>0, Fa>0/ Vzel, a—a<z<a = f(z)> A
e Casoul=-0c0: VA<O0, FJa>0/ Vzel, a—a<z<a = f(z) <A

1
Exemple lim — = oco.
z—0t T

En effet Soit A > 0. Nous cherchons a > 0 tel que :  Vz € ]0, o], 1 > A.
x

1 1 1
Orpouttoutz € R} : =>4 <= z< 1 Nous pouvons donc choisir o = 1
T

Théoréme (Caractérisation de la limite & ’aide des limites 4 gauche/a droite) Soient f: I — R une application,
a € I et £ € R. On suppose f définie au voisinage de a & gauche et a droite.

(i) Siael: limf=/¢ — lirﬁnleilffzf et €= f(a)

(ii) Sia ¢ I: lim f=¢ = lirlaf:lirffzf.

X XX Attention! Dans l'assertion (i), la précision « £ = f(a) » est indispensable : lorsque f est définie en a, on peut trés
bien avoir lim f = lirla f sans que f ait une limite en a. Pour vous en convaincre, jetez un ceil aux figures du haut de la page 2.
a— a

Démonstration Montrons seulement (i).
e Si hm f = £, nous avons déja montré qu’alors £ = f(a). On obtient les limites hmf = hm f = ¢ par simple

restrlctlon du domaine a IN | — oo, af et IN Ja, oo[ dans la définition de la hmlte hm f =/

e Réciproquement, supposons qu’on ait lim f = hr+n f =42 = f(a) — alors en particulier ¢ € R. Nous voulons

montrer que lim f = £. Soit € > 0. Il existe @~ > 0 et o™ > 0 tels que pour tout = € I :
(a—of<x<a = ’f(x)—é’<6) et (a<9ﬂ<a—|—a+ == ’f(a:)—é’<e).

Posons @ = min {of, a*} et donnons-nous z € I tel que |z —a| < o, i.e. a —a <z < a+ . Alors :

1) sia—a<z<a,onaen fait a — o~ <z < a, donc | f(z) — | <e;
2) siz=a, |f(x) L =|f(a) —£| =0<e;
3) sia<z <a+a,onaenfait a <z <a+a’,donc |f(z)— (] <e.

Dans tous les cas, ‘f(:c) - Z‘ < €. C’est terminé. [ |

e’ siz>0

Exemple On note f la fonction z —— { 1o siz<0

de R dans R. Alors 11(1)“ﬂf =1.

En effet Puisque lim (1 —xz) =1 et lim+ e® =1, et puisque f(0) = 1, le théoréme précédent aflirme bien,
z—0— z—0

comme annoncé, que lin% flz)=1.
T—
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2 PROPRIETES DES LIMITES DE FONCTIONS

2.1 CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA LIMITE D’UNE FONCTION

« Caractérisation séquentielle » signifie « caractérisation en termes de suites ». Le théoréme suivant contient en particulier
le résultat que nous avons appelé « Composition & gauche par une fonction » dans notre chapitre « Limite d’une suite ». Nous
I’'utilisions jusqu’ici sans ’avoir démontré.

Théoréme (Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction) Soient f : I — R une application, a € I et
¢ € R. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) limf =~

(i)  Pour toute suite (un)nen de limite a & valeurs dans I, la suite (f(un))n y @ pour limite £.

€

Démonstration

(i) = (ii) On suppose que lim f = £. Soit (un)nen une suite de limite a & valeurs dans I. Nous devons montrer

que lim f(un) = £. Soit V; un voisinage de ¢. Puisque lim f = a, il existe un voisinage V, de a tel que :
n— o0 a

Ve € INV,, f(x)€ V. Mais lim u, = a, donc u, € V, & partir d’un certain rang N. Finalement, pour

n—o0

tout n > N, un € I NV, done f(un) € Ve. Cela montre bien que lim f(un) = ¢.
n— o0

(i) = (i) Au lieu de travailler avec des voisinages, travaillons dans le cas particulier ou a, £ € R pour varier.
Par contraposition, supposons donc que f n’admet pas £ pour limite. Il existe alors €9 > 0 tel que :
VYa>0, Jzel/ lz—al <a et |f(z)—4| >e0 *.
Nous devons en déduire l'existence d’une suite (un)nen de limite a & valeurs dans I telle que (f(un))neN
n’admette pas ¢ pour limite. Pour tout n € N*, utilisons % avec la valeur a = o Cela nous donne un

1 . .
éléement un € I tel que |un —al < = et ’f(un) — K{ > go. Ce procédé de construction nous fournit bien une
n

suite (un)nen+ de limite a & valeurs dans I telle que (f(un))nEN n’admette pas ¢ pour limite. [ |
Exemple Puisque lim Inz = oo et lim n! = oo, alors lim In(n!) = co.
Tr—r0o0 n— o0 n— oo
Exemple La limite lim sinz n’existe pas.
Tr—r0o0
™
En effet Pour commencer : lim nm = lim (2n7r—|— —) = 0o. Pourtant : sin(nt) =0 — 0 et
n— oo n— oo 2 n—00

sin (Qnﬂ' + g) =1 — 1, et bien str 1 # 0. On conclut grace a la caractérisation séquentielle de la limite.
n—o0

2.2 OPERATIONS SUR LES LIMITES

Pour cette partie du cours, allez faire un tour du coété des limites de suites. Il se passe avec les fonctions la méme chose
qu’avec les suites pour les opérations de somme, produit, multiplication par un scalaire et inverse — en particulier, mémes
formes indéterminées. Pour ne pas perdre de temps inutilement, nous ne nous arréterons pas davantage sur ces résultats.

Théoréme (Limite et composition) Soient f:I — J et g:.J — R deux applications, a € I, b€ J et c € R.

Si limf=0b etsi lil{ng:c, alors limgo f=c.

Démonstration L’idée de la preuve est résumée par la figure ci-aprés. Soit V. un voisinage de c. Puisque
lill;ﬂg = ¢, il existe un voisinage V, de b tel que:  Vx € JNVy, g(x) € V.. Du coup, puisque lim f = b, il existe

un voisinage V, de a tel que :  Vz € INV,, f(x) € Vp. Enfin, par composition : Vz € INV,, go f(x) € V..
Comme voulu, limgo f =c. |
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©)

. il existe un voisinage V, de b
@ que g envoie dans V...

@

Pour tout voisinage V. de c. ..

. et donc aussi un voisinage V, de a
que f envoie dans V.

gof

Finalement g o f envoie V, dans V. d’un coup d’un seul.

QY QY D En pratique Vous devez savoir appliquer parfaitement ce théoréme de composition des limites. Pour montrer par

—2z
1
exemple que lim In ﬁ = 0, il faut savoir dans quel ordre et avec quelles fonctions élémentaires cette limite est construite.
T —00 e
R — R — R — R
On peut, au brouillon, représenter la situation de la fagon suivante : . y?+1
T — e'=y — ———=2z +— Iz
(y+1)
y*+1
Une fois qu’on a fait ¢a, c’est facile, on n’a plus qu’a remarquer que lim e~ * =0, lim =1let limlnz =0.
T—00 y—0 (y —+ 1)2 z—1

2.3 PASSAGE A LA LIMITE ET RELATION D’ORDRE

Théoréme (Limites et inégalités strictes) Soient f: I — R une application, a € I et m, M € R.
(i) Silim f < M, alors f(z) < M au voisinage de a.

(ii) Silim f > m, alors f(x) > m au voisinage de a.

. . . .1 1 .
XXX Attention! Résultats faux avec des inégalités larges! Par exemple, lim — =0 < 0, mais — > 0 pour tout x € R}
r—o0 T x

Démonstration  Prouvons seulement Passertion (ii). Posons ¢ = lim f. Si £ = o0, il existe un voisinage V, de a
a

telque: Vz € INV,, f(z)€]m,o0[. Siau contraire ¢ € R, sachant que £ —m > 0 par hypotheése, il existe un

voisinage Vo, de a tel que:  Vz € INV,, f(z)€¥—(—m), £+ (£—m)[ C ]Jm,oo[. Dans les deux cas, f(z) > m

au voisinage de a. |

Théoréme (Limites et inégalités larges) Soient f: I — Ret g: I — R deux applications et a € I. On suppose que f
et g possédent des limites finies en a.

Si f(z) < g(z) au voisinage de a, alors lim f < lim g.

Ce résultat est utilisé le plus souvent lorsque 1'une des deux fonctions est constante.

. . . . 1 N S |
X X K Attention ! Résultat faux avec des inégalités strictes! Par exemple, — > 0 pour tout € R}, mais lim — = 0.
€T Tr—00 I

Démonstration Par hypothése, g(xz) — f(z) > 0 au voisinage de a. Raisonnons par 'absurde en supposant
que lim(g — f) < 0. Le théoréme précédent affirme alors que g(z) — f(x) < 0 au voisinage de a — contradiction.

Conclusion :  lim(g — f) >0 et c’est fini. [ |
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3 THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITES POUR LES FONCTIONS

3.1 THEOREME DES GENDARMES, THEOREMES DE MINORATION /MAJORATION

Théoréme Soient f: ] — R, m:I — Ret M : I — R trois applications, a € I et £ € R.

(i) Théoréme des gendarmes/de I’encadrement : Si limm =lim M = ¢ et si m(z) < f(z) < M(z) au voisinage

de a, alors lim f existe et vaut /.
a
(i) Théoréme de minoration : Silimm = oo et si f(x) > m(z) au voisinage de a, alors lim f existe et vaut co.
a a

(iii) Théoréme de majoration : Silim M = —oo et si f(z) < M(x) au voisinage de a, alors lim f existe et vaut —oo.

Démonstration Pour (i), soit ¢ > 0. Par hypothése, il existe un voisinage V, de a sur lequel m(z) < f(z) < M(x),
un voisinage V, sur lequel m(z) > £ — ¢ et un voisinage V, sur lequel M(z) < £+ €. Posons V2 = V, NV, NV,
qui est un voisinage de a. Pour tout z € TNV : £—e < m(z) < f(z) < M(z) <L+e, donc ’f(:c) —(’ <e N

Le théoréme des gendarmes est souvent utilisé sous I'une des deux formes suivantes, que vous démontrerez seuls :

Corollaire Soient f: I — R et £ : I — R deux applications et a € I.

e Si |f(z)| < £(x) au voisinage de a et si lime = 0, alors lim f = 0.
a a

e Si f est bornée au voisinage de a et si lime = 0, alors lim e(z) f(z) = 0.
a Tr—a

. .1 . .1 . .
Exemple lim zsin — = 0 car la fonction x — sin — est bornée et lim x = 0.
z—0 xT X z—0

3.2 THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE

Théoréme (Théoréme de la limite monotone) Soient f: I — R une application.

Si f est monotone, alors lim f et lirlaf existent pour tout a € T
a— a

(du moins pour peu que f soit définie & gauche/droite de a).

Plus précisément, dans le cas o f est croissante :

(i) Pour tout a € I, si f est définie au voisinage de a a gauche et a droite, alors lim f et lililf existent, sont finies et
a— a

vérifient 1 lim f < f(a) < 111;11 f.

(i) lim+ f existe. Cette limite est finie si f est minorée; elle vaut —oo sinon. limft+-----« o /
inf I at
(iii) lim f existe. Cette limite est finie si f est majorée; elle vaut co sinon. fla)t----- -
sup lmft- - - . Assertion (i)
Si f est décroissante, on dispose bien entendu d’un résultat analogue. a~ = pA

Démonstration Montrons seulement 'assertion (i). Soit a € I. On suppose f définie au voisinage de a & droite.
Nous allons montrer ’existence de lirlaf et inégalité :  f(a) < lirla f.
a a

e Posons F” = f(Iﬂ la, oo[) La fonction f étant croissante, g+
a

pour tout z € IN Ja,00[ :  f(a) < f(z), donc F est 90
une partie de R minorée par f(a), et par ailleurs non vide ¢+ >
car f est définie au voisinage de a a droite. L’existence du '__'_—TL‘g * !

réel ¢ = inf F;t découle alors de la propriété de la borne

inférieure et de plus :  f(a) < L. / :
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e Montrons que 111:{1f = /. Soit € > 0. Le réel £ + ¢ n’est pas un minorant de F,” car £ en est le plus petit. I

existe donc yo € F;" tel que yo < £+ ¢, et en fait yo = f(x0) pour un certain zo € IN ]a, oo[. Posons alors
a=z0—a>0.Pourtoutz € Itelquea<z<at+a=z0: L—e<l< f(z)< flxzo) =yo<{l+e, car
d’une part f est croissante et d’autre part £ = inf F".

Conclusion: Ve>0, Ja>0/ Vxel, a<z<ata = !f(m)—(! <eg, le. 111;[1}0:(. |

4 EXTENSION AU CAS DES FONCTIONS COMPLEXES

Nous allons briévement étendre les résultats que nous avons obtenu pour les fonctions réelles aux fonctions complexes.

X XX Attention! Pas d’inégalités dans C, donc pas de fonctions complexes majorées/minorées/monotones | Hélas !

Chose remarquable : la notion de fonction bornée a toujours un sens.

Définition (Fonction bornée) Soit f: I — C une application. On dit que f est bornée s'il existe K € Ry tel que :

veel, |f(z)<K.

Définition (Limite d’une fonction complexe en un point) Soit f: I — C une application, a € I et £ € C. On dit que
f admet £ pour limite en a si :

pour tout voisinage V, de £, il existe un voisinage V, de a tel que :  Vx € INV,, f(z) € V,.

Cela revient a dire que lim ’ flz)—1¢ ’ = 0, ce qui nous raméne au cas des limites de fonctions réelles.
r—ra

Le théoréme d’unicité de la limite est encore valable.

¥ 8 ¥ Explication Meéme définition que dans le cas des fonctions réelles. La seule modification, c’est I’allure des voisinages.

Théoréme (Caractérisation de la limite &4 partir des parties réelle et imaginaire) Soient f: I — C,a € I et £ € C.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) li(ILnf =/ (i) lign Re(f) = Re(f) et lign Im(f) = Im(%).

Démonstration
(i) = (ii) Il est connu que : !Re(f) - Re(€)| = ’Re(f — ()’ < |f —4]. Du coup, silim f = ¢, le théoréme

des gendarmes pour les fonctions réelles montre que lim Re(f) = Re(¥).

(i) = (i) Au départ : |f — /(] = \/(Re(f) — Re(())2 + (Im(f) — Im(())Q. Du coup, si lién Re(f) = Re(¢)

et limIm(f) = Im(¢), on obtient bien lim f = ¢ par opérations sur les limites de fonctions réelles. |
. iw . cosx . sin x
Exemple zli}nc}o Tra = 0 car zlgr;o T2 = Jim - T

Il est toujours vrai qu'une fonction possédant une limite finie en un point est bornée au voisinage de ce point.

Les notions de limite & gauche et a droite, ainsi que la caractérisation de la limite en termes de limite & gauche et & droite,
sont maintenues pour les fonctions complexes. La caractérisation séquentielle de la limite est également maintenue, de méme que
les résultats sur les opérations d’addition, produit, multiplication par un scalaire et inverse, a ceci prés que les symboles +oo
sont bannis.

Les grands théorémes d’existence de limites n’ont pas de sens dans le cas des fonctions complexes car ils utilisent de fagon
essentielle la relation d’ordre naturelle < sur R.



